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〈試題部分〉
一、筆試(一)
【問題一】:已知-元;次 )j 程式
的 2 _ 2bx + 2c = 0 有兩個相其實根都介
於 2 與 3 之間， Xα> 0 ，試證 F述兩個小
等式成山
(1) b < c < 三 a + b C (6 分)
2
(2) ~一+」 >-L o(6 分)
4a + 2c 2α + b b + C
【問題二】:給定 ι兌角三角形 l\ABC ， 其 I t1
ζA> 45° 、 4三B > 45° ci主 AM 與 BN 分別表
示 l\ABC 過頂點 A 與 B 的高，而 D 與 E 分
別為射線仙與 NBL 滿足 MD=MB 與
NE=NA 的兩點。試證 DE 與 MN 平行。
(1 2 分)
【問題三】:試求出能使 n
4 +4" 為質數的所有
正守主數月 。(1 2 分)
【問題四】:有多少個多項
7 G + I
Ln d +
、-
yt
q d +
1
yt
斗
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4
yt d +
<
I
、 y
←
α +
仇。 x d +
7
X 于一 ) X ( 47/
同時滿足下|面兩個條件? (1 3 分)
(1)吭，肉、 a 3 勻。 4' as 可肉 ， a 7 是集
合刊 ， 2, 3, ...可 10 }中的七個相異元
素
(2) f(x) 口J被計+計 +x+ 1 轄除。
二、筆試(二)
I.對每個大於 l 的 Jf暫數月，令
九三 1+2+3+···+..n'
T 勻 To T..
~一一一三一一×一一一斗一 -x···x 一一-一-
l R-lR-l 九一 l
則 P2003 =一-----u上一。(以最簡分數表示)
1 4 1
2. 技 IF暫數 m 與 n 滿足 +-= 。右 n
m n 12
是句數，則所有可能的正整數)于對
(m , n) 為一-ill
3. 已失u拋物線 y=x2+3x 一 l 上有兩相異點
對他線 x+Y=O 成對桶，則此兩相異點
的主j0標為一-ill
4. 設 ((x) 表示實數 x 的小數部分(例如:
/(2.38) = 0.38 ' f(5) = 0) ，則
4xl. 4x 2 .. 4 x3 04 x2003
f(一一)+f(一一)+fC~~O_)+"'+f( ._::_00)
20032003° .0 '2003 2003
之(直等於一」血
5. 有 1長邊長為 6 公分的一正三角形紙片
ABC ， 設 P 點在 AB t而 Q 點在 AC 上。
若將紙片 ABC 沁 PQ 對摺，恰好能使頂點
A 與 Be的個天等分點 A' 重合，則穹的
i乏自」主L公分。
6, i -t:坐標 /1三面上，令 S 表示集合
{(x ， Y)lx ， y ε 川 l 三 x 三 4 ， I 三 y 三 5} ,
則以集合 S 中的點做為頂點的正方形共有
區L-1間。
7 若紅三+后x-6 = 后x-4+州三百
，則 X 的所有可能有度為一-iZl
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A
《參考解答〉
一、筆試(一)
【問題一】:
證:設 αX 2 - 2bx + 2c 三 0 的兩個實根為 XI 與
X 2
。依假設 o 2 < XI < 3 0 2 < X2 < 3 。依恨與
B M C
係數的關係，可得
2b 2c
XI +X2 = 一一一 o XIX2 a a
因為 2 < XI < 3 , 2 < X2 < 3 且 a> 0 0 所以，
得:
c-b=?叭 -XI -x2 )
f[(Xl l)帆 I) - I]中 1 x 1 一 1) =。
于 +b-c 寸 (3+x l +x2-XIX2)
之 [4 一 (Xl -I)帆 1恥 :(42 × 2)=O
O 由此吋得
b<c< 三。 + b 0
2
(2) 因為 XI> 2 ，打 >211a>O 0 所以，得
b > 2a 。因為 c > b 0 所以，進.))7得
c > 2a 。於是，吋得
3a b 3a b
一一一←一一+一一一一>一一一一一+一一一­
4a+2c 2α +b 2b +2c c+b
ja+b
之一>三--:-°Il
b+c b+c
【問題二】:
證:因為LA> 45° 、正B>4夕，所以點 D 與
E 都在DABe 內吉 1\ c
因為 ζAMB= 正ANB =90
0
0 所以 A 、 B 、 M
與 N 共圓。於是，得
4三MAN=LMBN 0ζABN= ζAA趴To
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其次，附為
正DAE=LNAE ζ入TAD= ζ45° -L 三MAN
=ζ45° - L三MBN= ζMBD-L三MBE= ζDBE
，所以 A 、 B 、 E 與 D 共圓。於是，得
正EDM= 正ABE 0 進半步得一
4三EDM= ζABE=LABN= ζAMN=LDMN
o 由此可知 DE 與 MN 平行。 II
【問題三】:
解:常 n =1 時，川 +4
11 = 5 為質數。
苔 ， n 為偶數時，設 n= 泣，其中 kε N° 則
n4+4
11 =16k4+42k =16(k
4 +16
k -
1 ) 。
此整一數必是 16 的倍數，它不是質數。
當 n 為比 l 大的奇數時，設 η =2k+ 1 0
其中 kε No 則
n4+4
11 =(2k+I)4 +4
2k十 I =(2k+I)4 +(2
2k十 I )2
=[(2k+I)2 +22k+1f -2.22k+ I(2k+ 1)2
=[(2k + 1)2 + 22k+ 1f - [2
k+
1(2k + l)f
=[(2k+ 1)2 + 2恥1+2如1(2k+1)]
x[οk + 1)2 + 22k +! - 2k+ 1(2k + 1)] 。
l~.式右端第 ·ill1因數顯然 'I哇大於卜只要證
明第如]因數也恆大於卜且 IJ可知 n
4 +4月不
是質數。依算幾不等式可知
(2k + 1)2 + 22k+ 1_ 2k+1(2k+1)
主 2~(2k +1)2 x 2恥 I _ 2k+ 1(2k +1)
主 2
k +
1 (2k +l)ji- 2k+1(2k + 1)科學教育月刊 第 265 期 中華民國九十二年十二月
三 2
k +
1 (2k + 1)(-J2-I)
;三 4·3·0.4
;三 4 。
【問題四】:
解:將 lex)除以計+計 +x+1 '可何。
lex) = (x
3 + x
2 + X + 1)[x
4 + (al -1)x
3
+(a2 -al )x
2 + (a 3 一 α 2)X + (a 4 α 3 + I)]
+(a5 -a4 +a l 一 l)x
2 +(a6 -a4 +a2 -I)x
+(α7- a4+ a1- 1 )
。因為 lex)被封+正 +x+1幣除，所以，可
得 1 + a4 = a j + as = a2 + a6 = α3 + a 7 。
根據 t二述等式，我們必須從口 ， 2 ， 3"" ， 10 }
中選出七個相異數，連同 l 共八個數，于分
成四組，衍。粗的兩個數之和都相等，設和
等於 k c 因為七個數相異，所以，肉，悶，的句
as' 吭， α7 等六個數都不等於卜的的日:若
。 I = I ' 5:j1J a4 = as c )
a 4也不等於 I ，再則 1 +a 4 比其他三組的和都
小。由此 uJ知:從仆， 2 ， 3 ， ...,10 } Lj J選 U'I的
七個相異數不能向 I '因此其中的最大數至
少為 8 '四組的共同和至少等於 9 ，亦即:
k=9 、 10 或 II 0
(i) 當 k=9 時 ， a4 =8 '而且另外流且數分
別為 {2 ，川，{ 3 ， 6} 與 {4 ，訓。其分配方
法數共有6x4x 2 = 48 種。 ( a l
有 6 種選
悴，到自 4 種選擇 ， a 3
布 2 種選擇。)
(ii) 'i~~ k = 10 時，內 =9' 而且站外:組數分
則為{ 2 司叭，{ 3 可7}與 {4 ， 6} 。其分配方法
數共有 6x 4x 2 = 48 輯。 ( a l
有 6 種選擇，
a ， 有 4 種選擇，的有 2 種選擇。)
(ii i) 當 k =11 峙，內= 10 '而且另外三組數
分別為 {2 ， 9} ， {3 、圳、 {4 ，7}與{ 5 , 6 }中
n句:組。其分配方法數共有
8x6x4=192 骨干。 ( a l
有 8 種選擇，們有
6 種選擇，的行 4 種選擇。)
|大|此 ， !祈求的多 r J'J式
7 α + - 6
叫 +
?且
X
有一 叫 + X
t
啥
叫 +
-4 x d +
-h x
可一 叫 +
An
yt d +
7
X 一一 ) I ( 4,/
共有 48+48+192=288 個。
二、筆試(二)
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